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正交各向异性剪切屈服准则研究及其数值实现 
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摘  要：以各向同性 Mohr-Coulomb 剪切屈服准则为基础，研究了各向异性剪切屈服准则的一般理论方法。在此基础上，对

正交各向异性的剪切屈服准则及其数值实现方法进行了研究，利用 FLAC3D数值分析软件中的 FISH 语言编制了相应的计算

程序，并引入 FLAC3D中。理论分析和数值计算分析表明，正交各向异性剪切屈服准则与 3 个主应力均有关，各向同性剪切

屈服准则为其特例，各向异性材料的屈服面不一定与最大剪应力面重合。 
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Study on orthotropic shear yield criterion and its numerical implementation 
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Abstract: The theory and methods of anisotropic shear yield criterion is studied on the basis of isotropic Mohr-Coulomb yield 
criterion. The above theory and methods are applied to establish orthotropic shear yield criterion and to analyze the way to introduce 
it into the numerical analysis. In order to introduce the orthotropic shear yield criterion into FLAC3D, the codes are developed by 
using the FISH language of FLAC3D. Theoretical analysis and numerical analysis indicate that the orthotropic shear yield criterion is 
related to 3 principal stresses and the isotropic shear yield criterion is a special case of the orthotropic shear yield criterion. The 
analysis also shows that the maximum shear stress plane can not be the same of yield plane in orthotropic materials. 
Key words: orthogonal anisotropy; shear yield criterion; Mohr-Coulomb yield criterion; numerical analysis 
 

1  前  言 

岩体等天然工程材料中存在着数量众多、分布

复杂的节理裂隙等缺陷，因此存在着明显的各向异

性。从理论上讲，以均匀、连续、各向同性假设为

基础的经典弹塑性力学并不能正确反映岩体的变形

和破坏情况，为更准确地分析岩体变形与屈服破坏

行为，合理评价岩体工程的安全稳定性，有关学者

对各向异性屈服准则进行了研究。 
在当前数学和力学等学科发展水平条件下，研

究一般意义下的各向异性屈服准则十分困难，因

此，目前主要是研究横观各向同性和正交各向异性

两种特殊条件下的屈服准则。Jaeger（1960 年）针

对岩体沿节理面滑动破裂首次提出了相应的横观各

向同性屈服准则[1]，后来很多学者也在横观各向同

性岩体的屈服准则方面进行了大量的研究，这些研

究大多都是对 Jaeger 准则的补充和修正[2－8]。近年

来，国内外不少学者运用损伤力学和张量数学理论

对岩体各向异性及其相应屈服准则进行了研究[9－11]，

根据岩体损伤张量理论分析，二阶损伤张量可以精

确描述具有 3 组正交节理岩体的各向异性，对一般

非正交节理裂隙则需要用更高阶张量来描述[12, 13]。 
本文从经典 Mohr-Coulomb 剪切屈服准则出

发，研究了各向异性剪切屈服的基本理论，并重点

对正交各向异性剪切屈服准则及其数值实现方法进

行了研究。最后，利用 FLAC3D 数值分析软件中的

FISH 语言编制了相应的计算程序，将正交各向异性

剪屈服准则引入 FLAC3D 中，并通过数值算例验证

了其正确性。理论分析和数值模拟算例研究表明，

正交各向异性剪切屈服准则与 3 个主应力均有关，
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最可能的屈服面并不一定与最大剪应力面重合，经

典的各向同性 Mohr-Coulomb 准则是正交各向异性

准则的一个特例。 

2  各向异性屈服准则基本理论 

经典 Mohr-Coulomb 屈服准则是当前岩土工程

强度准则的基础，其他常用屈服准则都是对其空间

屈服面的不同方式的光滑拟合。对各向同性材料，

Mohr-Coulomb 屈服函数为 

( ,  ) N NH f c    

N         （1） 

式中： 为应力张量；  , ,l m n

N 为考察截面的单位

法向量； f 为摩擦系数； c 为凝聚力； N 和 N 分

别为截面上的正应力（正应力以拉为正）和剪应力

值（剪应力向量的模值），均为 和

N 的函数。 

相应地，Mohr-Coulomb 剪切屈服准则为 

( ,  ) 0H 

N              （2） 

由式（2）可知，材料进入屈服状态的临界条

件是：在所有空间截面（法向量为

N ）中屈服函数

的最小值等于 0，即 

| | 1
[ ( ,  )] 0min

N
H





N            （3） 

在各向同性材料中， f 和 c 值为与

N 无关的常

数，空间各截面上的抗剪能力均相等，屈服函数最

小值只能出现在最大剪应力面上，此时屈服准则可

表示为 

21 3 1 3 1 0
2 2

f c f    
         （4） 

式中： 1 和 3 分别为当前应力状态下的最大和最 
小主应力。 

在各向异性材料中，由于 f 和 c 值为

N 的函

数，各空间截面上的抗剪能力并不相同，屈服面不

仅与空间截面上的剪应力值有关，而且还与该截面

的法向量

N 有关，因此剪切屈服面不一定与最大剪

应力面重合。 
设以单位向量  ,  ,  l m n


N 为法向量的截面上的

c 和 f 值分别为 Nc 和 Nf ，则有 

1 2

1 2

( ,  ,  ,  , , , );  

( ,  ,  ,  ,  ,  ,  )
N n

N n

c G l m n c c c

f F l m n f f f

 


 




      （5） 

式中： 1 2,  ,  ,  nc c c 为凝聚力的 n 个特征主值； 1,f  

2 ,  ,  nf f 为摩擦系数的 n 个特征主值。 
将式（5）代入式（1），即得到各向异性屈服

函数： 

( ,  ) N N N NH f c    

N        （6） 

再由式（3）可知，各向异性屈服准则即是在

约束条件 | | 1

N 下求式（6）的最小值，可采用

Lagrange 乘数法来求解，设为 Lagrange 乘数，令 
2 2 2( 1)N N N NQ f c l m n            （7） 

则该极值问题转化为求解以下方程组： 

2 2 2

2 0 ;

2 0 ;

2 0 ;

1 0

N N N N
N N

N N N N
N N

N N N N
N N

Q f cf l
l l l l l
Q f cf m
m m m m m
Q f cf n
n n n n n
Q l m n

 
 

  

 
 



                 
                


           

    
     
 

 

（8） 
由式（8）求出屈服函数最小值所对应的截面

法向量  0 0 0 0, ,N l m n


，再代入式（2）即得到各向异

性剪切屈服准则。 

3  正交各向异性屈服准则研究 

3.1  正交各向异性屈服准则建立 
由于岩体等真实各向异性材料的 c 和 f 参数的

空间变化规律相当复杂，无法用显式的表达式来描

述，本文仅对 c 和 f 参数在空间为正交各向异性变

化时屈服准则进行研究。此时，c 和 f 参数的空间

变化轨迹为椭球面（图 1），任意方向

N 上的 Nc 值

可由椭球面 3 个主轴单位向量 1c


N 、 2c


N 、 3c


N 和 3

个主值 c1、c2、c3来计算。同理， Nf 可以由 3 个主

轴单位向量 1f


N 、 2f


N 、 3f


N 和 3 个主值 f1、f2、f3

来计算[14]。 
计算整体坐标 X-Y-Z 下单位向量


N 方向所对应

的 Nc 和 Nf 值，需进行坐标系的变换，如图 2 所示，

整体坐标系 X-Y-Z 与局部坐标系 1


N - 2


N - 3


N ， 、

 和  为坐标变换角，则有 

1

1

1

2

2

2 3

3 3

cos sin cos cos sin  ;
cos cos cos sin sin  ;
sin cos  ;

cos sin sin cos cos  ;
cos cos sin sin cos  ;  
sin sin  ;  sin sin  ;

sin cos  ;  cos

l
m
n
l
m
n l
m n

    

    

 

    

    

   

  

  
  
 
  
  
  


  

   （9） 

式中： il 、 im 和 in 分别为局部坐标轴单位向量 i


N 在

x、y 和 z 方向上的分量 ( 1,  2,  3)i  。 
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图 1  摩擦系数（凝聚力）椭球面 

Fig.1  Elliptical surface of friction factor (cohesion)  
 

 
图 2  整体坐标系与局部坐标系变换关系 

Fig.2  Relation of global coordinate system and local 
coordinate system 

 

利用式（9），可以得到 c 和 f 参数的 3 个主轴

坐标系与整体坐标系的变换矩阵分别为 

1c 1c 1c

c 2c 2c 2c

3c 3c 3c

[ ]
l m n
l m n
l m n

 
   
  

B ；

1f 1f 1f

f 2f 2f 2f

3f 3f 3f

[ ]
l m n
l m n
l m n

 
   
  

B  

（10） 
式中： cil 、 cim 和 cin 分别为主轴单位向量 ci


N 在 x、

y 和 z 方向上的分量； fil 、 fim 和 fin 分别为主轴单位

向量 fi


N 在 x、y 和 z 方向上的分量， 1,  2,  3i  。 
利用 c 和 f 参数的坐标变换矩阵，可以将整体

坐标系下的向量

N 分析变换为 c 和 f 主轴坐标系下

的向量 c


N 和 f


N ： 

T
c c[ ]B
 
N N ； T

f f[ ]B
 
N N      （11） 

最后可以得到 Nc 和 Nf 值的计算式： 

2 2 2
1 c 2 c 3 c

2 2 2
1 f 2 f 3 f

( ) ( ) ( ) ;

( ) ( ) ( )  

N

N

c c l c m c n

f f l f m f n

   

   

    （12） 

式中： cl 、 cm 和 cn 分别为单位向量 c


N 在 x、y 和 z

方向上的分量； fl 、 fm 和 fn 分别为单位向量 f


N 在

x、y 和 z 方向上的分量。 

将式（12）代入式（7），由式（8）求得屈服

函数最小值所对应的向量  0 0 0 0, ,l m n

N ，再代入式

（2）即得到正交各向异性剪切屈服准则。 
3.2  主应力坐标系下正交各向异性准则讨论 

取 3 个主应力轴坐标系为整体坐标系，对正交

各向异性屈服准则进行研究，此时 

 

2 2 2
1 2 3

22 2 2 2 2 2
1 2 3

 ;N

N N

l m n

l m n

   

    

   


    
   （13） 

（1）当 1 2 3c c c c   且 1 2 3f f f f   时 
将 1 2 3c c c c   且 1 2 3f f f f   代入式（12）

可知： Nc c ， Nf f 。将式（13）及 Nc c ， Nf   
f 代入式（8），化简后得 

 
 
 

1 1

2 2

3 3

2 2 2

( 2 2 ) 2 0 ;

( 2 2 ) 2 0 ;

( 2 2 ) 2 0 ;

1 0

N N N

N N N

N N N

f l

f m

f n

l m n

    

    

    

    


     


     


    

  （14） 

根据相关的数学和力学理论对式（14）进行讨

论认为：只有当 l、m 和 n 中有一个为 0，另两个不

为 0 时屈服函数取最小值。由 Mohr 应力圆分析可

知，剪切强度外包络线只与 1 和 3 有关（图 3），
因此必有 0m  ，此时式（14）化为 

1 1

3 3
2 2

( 2 2 ) 2 0 ;
( 2 2 ) 2 0 ;

1 0

N N N

N N N

f
f

l n

    

    

     
     
   

   （15） 

由 Mathematica 软件，可以求得 

2

2

1

2 1

f f
l

f

 



；

2

2

1

2 1

f f
n

f

 



   （16） 

将式（16）及 0m  代入式（2）化简即可得到

式（4），表明当 1 2 3c c c c   且 1 2 3f f f f     
时，正交各向异性屈服准则退化为各向同性屈服准

则。 
 

 
图 3  Mohr 应力圆 

Fig.3  Mohr stress circle 
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（2）当 1 2 3,  ,  c c c 和 1 2 3,  ,  f f f 不全相等时 
当 f 和 c 的 3 个主值不全相等时，方程组式（8）

变得异常复杂，无法直接求解得到相应的 l、m、n
的显示解，也无法得到屈服准则的显式表达式。 

4  正交各向异性屈服准则数值实现 

为将正交各向异性屈服准则引入 FALC3D 软件

中，笔者研究了正交各向异性屈服准则的数值实现

方法，其基本思路是： 
①在空间极坐标下，将单位向量 ( , , )l m n


N 用两

个独立极角和 来表示： 

sin cos  ; 

sin sin  ; 

cos

l

m

n

 

 



 


 


 

          （17） 

式中： [0, π] ； [0,2π]  。 

②将 和 在其取值区间内分别按间距  和

 均匀划分为 n 和 n 个子区间，共生成 ( 1)n n 

组 和  的组合 ( , )i j  ，其中 1,  2,i  …， 1,n   
1,  2,j  …， n 。 
③对每一组 ( , )i j  的组合，先按式（17）计算

其所对应的空间向量

N ，然后计算


N 所对应的 Nc

和 Nf 以及 N 和 N ，最后按式（1）计算

N 所对应

的屈服函数值 ( ,  ,  )i jH    。 
④在所有的屈服函数值 ( ,  ,  )i jH    值中，取

屈服函数最小值所对应的 min min( ,  )i j  作为式（8）
的近似解。 

⑤利用“变参数法”思想，将 min min( ,  )i j  所对

应的 c 和 f 值作为当前应力状态下岩体的抗剪强度

参数。 
⑥在数值分析计算中，对每一个单元均进行

①～⑤步的计算，然后在新的应力状态下，重复上

述过程，直至整个数值模型求解达到稳定或剪切破

坏。 
根据以上思路，利用 FLAC3D 软件中的 FISH

语言编制了相应的正交各向异性屈服准则计算程

序。在正交各向异性屈服准则数值实现过程中，计

算精度受  和  控制，所取的区间间隔越小，则

计算精度越高，但计算量增大，计算耗时延长。 

5  计算实例 

为了验证正交各向异性屈服准则及其数值实现

程序的正确性，利用 FLAC3D 软件进行了数值算例

分析，取边长 6 m×6 m×6 m 的均匀连续立方体岩

体模型，将岩体模型离散成为 27 个 2 m×2 m×2 m

的立方体单元模型。为便于控制应力状态，不考虑

自重影响，单元受力状态完全由边界外表面上施加

的平衡力系决定。为便是于计算，假定岩体凝聚力

和摩擦系数的椭球面主轴重合（坐标系变换角均为

 、  、  ），按正交各向异性屈服准则对岩体进

行数值分析。数值算例的主要材料参数如下：坐标

变换角  30°，   45°，   60°；凝聚力主值

1c  1.5 MPa， 2c  1.0 MPa， 3c  0.5 MPa；摩擦系

数主值 1f  1.0， 2f  0.8， 3f  0.4；计算精度控制

参数 10     °；岩体弹性模量 E  10 GPa；岩

体泊松比  0.26。 
为对比不同受力状态对数值模型剪切屈服情

况的影响，设计了以下两种外力荷载工况，见表 1。 

 
表 1  两种工况的外力荷载 

Table 1  External forces under two different conditions 
(MPa)  

工况 x y z xy yz zx 

1 -1.0 -1.0 -3.3 -0.5 -0.5 -0.5 

2 -3.3 -1.0 -1.0 -0.5 -0.5 -0.5 

 
对两种工况分别进行数值模拟计算，结果表

明，工况 1 模型中各单元均未发生屈服，而工况 2
中所有单元均发生剪切屈服，计算不收敛。 

为了进一步分析正交各向异性屈服准则的特

点，对两种工况下各单元的 c、 f 取值情况及工况 2
部分单元屈服面的单位法向量与第一主应力单位向

量情况进行了对比分析，见表 2 和表 3。由表 2 和

表 3 分析可以看出，在正交各向异性剪切屈服数值

计算中，各单元的 c、 f 取值并不是常数，与单元

应力状态有关。由表 3 可以看出，屈服面法向量与

第二主应力单位向量并不一定垂直，这是正交各向

异性屈服准则与各向同性准则的一个重要区别。 
 

表 2  两种工况下各单元 c、f值 
Table 2  The values of cohesion and friction under two 

different conditions 

工况 单元号 c 
/ MPa f 

3, 10, 11, 13, 14, 15, 17, 18, 25 0.71 0.56 

5, 6, 12, 16, 22, 23 0.78 0.60 

2, 26 0.84 0.66 
1 

1, 4, 7, 8, 9, 19, 20, 21, 24, 27 0.94 0.71 

6, 7, 10, 14, 19, 24 0.50 0.40 

5, 16, 20, 23 0.53 0.42 

1, 4, 8, 12, 18, 21, 22, 25, 27 0.54 0.43 

3, 9, 11, 13, 15 0.57 0.45 

17 0.59 0.47 

2 

2, 26 0.65 0.52 
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表 3  工况 2 屈服面法向量与第二主应力向量关系 
Table 3  The relationship between the normal vector 

of yield surface and intermediate principal 
 stress vector in condition 2 

单元号 屈服面单位法向量 第二主应力单位向量 

1 (0.32, 0.56, 0.77) (0.27, -0.61, -0.74) 
5 (0.25, 0.43, 0.87) (0.27, -0.89, -0.36) 
9 (0.34, 0.06, 0.94) (0.19, -0.88, 0.43) 

14 (0.38, 0.32, 0.87) (0.00, 0.69, -0.73) 
21 (0.32, 0.12, 0.94) (0.29, -0.88, -0.38) 
26 (0.32, -0.12, 0.94) (0.06, 0.60, -0.80) 

6  结  论 

（1）以经典 Mohr-Coulomb 屈服准则为基础建

立的各向异性屈服准则，一般无法用显示表达式表

示；相应建立的正交各向异性准则与 3 个主应力均

有关，各向同性 Mohr-Coulomb 准则是其特例。 
（2）通过对 FLAC3D 软件的二次开发，按正交

各向异性屈服准则进行数值分析时，数值模型中各

单元的凝聚力和摩擦系数将随着迭代过程中应力状

态的改变而改变，单元的剪切屈服情况不仅与外荷

载的大小有关，还与外荷载的方向有关。 
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